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resumo

Este artigo apresenta um método para gerar trian-
gulacoes adaptativas em multirresolucao de objetos 3D
com varias regides, geometria complexa e cujas fron-
teiras nao sao, necessariamente, variedades. O método
pode ser empregado em modelos geoldgicos os quais
contém varias caracteristicas que dificultam o uso de al-
goritmos de triangulacao tradicionais, como, por exem-
plo, falhas, pinch-outs e cavidades. O algoritmo tem
como objetivo gerar malhas que ndo contenham elemen-
tos malformados e que suportem deformacdes, sendo
desta forma adequados a simulacées numéricas. A pri-
meira etapa do estudo é mergulhar o modelo em uma

malha tetraédrica adaptativa semi-regular, conhecida
como multitriangulagao binéria (binary multiresolution
triangulation - BMT). Os elementos da malha sdo, entéo,
empurrados em direcao a fronteira original por meio
de um sistema de compressao baseado em fisica, no
caso deste trabalho, um sistema massa-mola. A triangu-
lacdo final ndo contém tetraedros degenerados e ofere-
ce uma aproximacao da fronteira do modelo baseada
em uma escolha de um nivel de resolucao adequado.

(originais recebidos em 10.10.2006)

Palavras-chave: malhas volumétricas | multirresolugdo |
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abstract

This paper presents a method for generating
multi-resolution triangulations of non-manifold 3D
objects composed by several regions with arbitrary
geometry. Our target application comes from
Geosciences in which geological models for instance
are often composed by several regions (forming geo-
logical layers), and have an irreqular geometry, with
surfaces that meet at very small angles (pinch-out).
The goal is to generate meshes without bad elements
that are able to support deformations and that can
be used in numerical simulations. The algorithm has
two main steps. In the first step, a grid is adaptively
created over the object in order to subdivide the sur-
rounding space. The second step shapes the vertices
of the grid to the boundary of the object using a
compression scheme, while trying to maintain well
shaped elements. Springs are placed on each tetra-
hedron to prevent them from collapsing and to
restrain vertices movements. The final trianqulation
usually has no degenerated triangles and provides an
approximation of the boundary based on a selected
resolution.

(expanded abstract available at the end of the paper)

Keywords: volumetric meshes | multi-resolution |
numerical simulations

introducao

As simulacbes numéricas se tornaram ferra-
mentas importantes no desenvolvimento de pro-
dutos de engenharia e predicdo do comporta-
mento de fendmenos fisicos, como condicbes cli-
maticas, geracao e migracao de 6leo, movimen-
to das ondas e terremotos.

Para fazer uso de uma simulacdo numérica, é
necessario que o dominio em questao seja discre-
tizado. Nesta discretizacao, geralmente conheci-
da como triangulacdo, uma série de equacoes,
descrevendo leis fisicas, devem ser resolvidas.

Varios algoritmos de triangulacao foram pro-
postos nos Ultimos anos. Dentre eles, aqueles co-
nhecidos como métodos de Delaunay obtiveram
um nivel alto de aceitacdo em muitas areas.
Porém, eles ndo foram tdo bem-sucedidos em

trés dimensdes como o foram em duas (Molino
et al. 2003), devido ao fato de produzirem tetrae-
dros com volume desprezivel, conhecidos como
tetraedros “chatos”. Shewchuk (1998) oferece
uma visao geral dos métodos de Delaunay e
razdes pelas quais alguns resultados tedricos
podem ser dificeis de serem obtidos na pratica.
Cheng et al. (2000) discutem varios métodos
para remover os tetraedros “chatos”, contudo
admitem que sua estimativa ainda é muito pes-
simista. Edelsbrunner e Guoy (2002) mostram
que o método de Cheng et al. (2000) pode apre-
sentar problemas perto das fronteiras.

A maioria das aplicacbes numéricas requer
triangulacdes que preservem fielmente a fron-
teira de um modelo. Em trés dimensoes, isto
significa que a fronteira deve corresponder a fa-
ces triangulares de tetraedros. Enquanto o méto-
do tradicional de Delaunay triangula apenas o
fecho convexo do modelo, varias extensdes fo-
ram propostas para garantir que fronteiras poli-
gonais arbitrarias estejam presentes na triangu-
lacdo final. Muitos destes métodos constroem
primeiro uma triangulacao de Delaunay nao
restrita, e depois inserem novos vértices para
recuperar as faces ou arestas ausentes (Murphy
et al. 2001; Cohen-Steiner et al. 2002; George e
Borouchaki, 1998; Weatherhill e Hassan, 1994;
Shewchuk, 2002).

Como alternativa para os métodos baseados
em Delaunay, existem os métodos de “Avanco
de Fronteira” (Mavriplis, 1995; Lohner e Parikh,
1988; Peraire et al. 1999; Lohner 1996; Frey et
al. 1996; Fleischmann e Siegfried, 1997). Estes
métodos partem da fronteira (ja triangulada) e
adicionam novos vértices para criar tetraedros de
boa forma, avancando a fronteira para o interior
do modelo. A dificuldade estd em compatibilizar
as diferentes frentes sem gerar inconsisténcias
geométricas. A criacdo dos novos elementos po-
de sequir uma variedade de metodologias, como
a de empacotamento de esferas (Li et al. 1999)
ou critérios de Delaunay (Mavriplis, 1995;
Fleischmann e Siegfried 1997; Frey et al. 1996).
Os métodos de avanco de fronteira possuem a
caracteristica de produzir malhas que se adequam
perfeitamente a fronteira do poligono, o que é
importante para algumas aplicacdes, como por
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exemplo, na geracao de malhas para pegas me-
canicas. A desvantagem principal do método
estd no fato de que é dependente da qualidade
da poligonizacdo da fronteira inicial. Em particu-
lar, triangulos malformados na frente inicial pro-
vavelmente resultarao em tetraedros malforma-
dos (Moller e Hansbo, 1995).

No caso de aplicacbes cuja fronteira mude
com o tempo, como no caso de simulacbes de
corpos deformaveis, é desejavel que a topologia
da malha mude o menos possivel durante os pas-
sos de tempo. Molino et al. (2003) desenvolve-
ram um método de triangulacdo baseado em um
sistema fisico no qual uma grade gerada sobre o
modelo é aproximada por meio de um sistema de
massa-mola. O método foi criado para gerar si-
mulacdes de contracdes de musculos, onde a
malha deve suportar grandes deformacoes.

E apresentado neste trabalho um método ba-
seado em fisica que utiliza uma BMT (multitrian-
gulacao binaria) para ser capaz de produzir uma
estrutura adaptativa e malhas em multirresolucao
(Mello et al. 2003). Em outras palavras, a natureza
hierarquica da BMT possibilita ndo sé uma adapta-
¢do ao dominio (produz uma triangulagdo mais
fina nos locais de maior interesse), mas também
um truncamento em qualquer nivel inferior, produ-
zindo uma aproximacao mais grosseira sem custo
adicional. As aplicacbes-alvo deste método sao
os modelos geolégicos que tém fronteiras que
evoluem com o tempo e, em algumas simula-
cbes, devem ser conduzidas em niveis diferentes
de resolucdo. Além disso, modelos como estes
contém varias propriedades que dificultam sua
discretizacdo. Geralmente, possuem bordas
complexas e irregulares, pois devem representar
falhas, cavidades e diferentes materiais nas
camadas dos terrenos. Os algoritmos tradicionais
podem apresentar muita dificuldade para triangu-
lar este tipo de modelo, além de gerar elementos
de ma qualidade, o que certamente acarreta pro-
blemas numeéricos.

O algoritmo proposto aqui pode ser dividido em
dois passos principais. Primeiramente, uma malha
adaptativa é gerada sobre o modelo original para
subdividir o espaco. Num segundo passo, a malha
gerada é comprimida utilizando um sistema fisico
para adequar-se a fronteira do modelo.
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subdivisdo espacial

Para gerar os elementos da triangulacdo, o
primeiro passo do algoritmo consiste em subdivi-
dir o espaco que envolve o modelo gerando uma
malha tetraedral. Os elementos desta subdivisao
espacial serao rearranjados de forma a se adequa-
rem a fronteira do modelo. No entanto, nenhum
elemento novo é inserido apos a fase de subdivisao.

Existem alguns pontos importantes na escolha
da estrutura da malha: ela deve ser adaptativa,
deve suportar multirresolucao e deve gerar ele-
mentos com boa forma.

Uma estrutura adaptativa permite que coexis-
tam elementos de tamanhos e formas diferentes
na malha. Esta propriedade é necessaria para que
se obtenham elementos menores somente nos
locais onde uma aproximacao melhor é importan-
te como, por exemplo, nas imediacdes da fron-
teira do modelo. Desta forma, obtém-se uma es-
trutura menos densa, economizando-se elemen-
tos onde for possivel.

A segunda propriedade importante é o supor-
te a multirresolucao. Deve ser possivel gerar a
subdivisao espacial de um mesmo modelo em di-
ferentes niveis de resolucdo. A escolha do nivel
implica na quantidade de elementos gerados na
malha e, consequentemente, na qualidade final
da aproximacao do modelo. Resolucdes altas ge-
ram malhas densas e aproximacdes melhores,
enquanto resolucoes baixas geram malhas mais
leves e aproximacdes mais grosseiras.

A terceira caracteristica desejada é que a ma-
lha ndo possua elementos de méa forma. Quanto
menores 0s angulos da subdivisdo espacial inicial,
mais chances de se obter elementos com formas
ruins ao final da compressdo. Um dos objetivos
durante a compressao é manter, 0 mais que pos-
sivel, a forma inicial dos elementos. Para tanto, é
importante que a malha inicial os forneca numa
configuracao adequada, isto é, o mais proximo
possivel de um tetraedro perfeito, com angulos
diédricos entre 45° e 90°.

Nesta implementacao é utilizada uma BMT por
possuir todas as caracteristicas desejadas. A es-
trutura inicial de uma BMT é um cubo dividido
em seis tetraedros com angulos diédricos de 45°.
Para subdividir um tetraedro, a distancia do seu
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centréide a fronteira deve ser menor do que a
média dos comprimentos de suas arestas.

Este tipo de estrutura também possui a van-
tagem de produzir uma transicao gradual entre
os elementos de niveis de refinamento diferentes.
Um exemplo é apresentado na figura 1.

Figura 1

Uma esfera com elemen-
tos menores perto da
fronteira e maiores no
interior. A malha exibida
ja passou pelo processo
de compressao.

Figure 1

A sphere with smaller
elements near the
boundary and larger
elements inside.

This mesh has already
been exposed to the
compression process.

Modelos geolégicos geralmente possuem ca-
racteristicas que sé podem ser representadas por
estruturas de dados complexas. Estes modelos po-
dem conter varias regies, falhas, cavidades e nor-
malmente nao sdo variedades (non-manifold).
Além disso, modelos que representam bacias se-
dimentares podem se estender por varios quil-
metros, mas ter uma espessura relativamente pe-
qguena. Um exemplo de um modelo geoldgico
pode ser visto na figura 2. Um corte bidimensio-
nal deste modelo é mostrado na figura 3.

L

Figura 2 - Modelo em trés dimensdes da
Bacia do Golfo do México.

Figure 2 — 3D Model of the basin of the
Gulf of Mexico.

Figure 3 - 2D cut view of
the model of the Gulf of
Mexico.

Figura 3 - Um corte bidi-
mensional do modelo do
Golfo do México.

Para representar adequadamente modelos tri-
dimensionais, é utilizada a estrutura de dados
radial-edge (RED), que permite obter qualquer re-
lacao de adjacéncia em tempo constante (Weiler,
1988). As estruturas de dados dos modelos sao
criadas utilizando a biblioteca do sistema complete
geometric complexes (CGC) (Cavalcanti et al. 1997).

funcdo distncio
cdo d

Durante toda execucao do algoritmo, a distan-
cia de um ponto no espaco a fronteira do mode-
lo é computada diversas vezes. Portanto, uma
funcao distancia rapida se faz necesséria e uma
octree é utilizada para melhorar o desempenho.

O no raiz da octree é definido pelas coorde-
nadas da caixa envolvente do modelo. Para criar
uma estrutura compacta, as coordenadas dos nés
internos e folhas nao séo armazenadas, mas com-
putadas em tempo real ao atravessar a octree. Os
Unicos atributos mantidos em um né interno sao
ponteiros para seus oito filhos, enquanto um né
folha armazena somente uma lista de objetos in-
tersectados pela sua caixa.

Especificamente, a lista de itens contém todas
as faces do modelo que intersectam ou estao con-
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tidas na caixa do né folha. Quando o nuimero de
elementos desta lista ultrapassar um limite maxi-
mo pré-determinado, o né é subdividido. No en-
tanto, para que um né nao seja repartido indefi-
nidamente, a altura da arvore também é limitada.
Note que se existisse um vértice com mais faces
incidentes do que o tamanho limite da lista, o né
contendo este vértice seria subdividido eternamente.

Para encontrar a menor distancia de um pon-
to p a superficie do modelo, a arvore é atravessa-
da a partir do n¢ raiz. Durante a execucao do al-
goritmo, uma estimativa do melhor resultado é
armazenada. Quando um né folha é visitado, a
distancia para a face mais proxima é retornada.
Quando um nd interno é visitado, os seus filhos
sao ordenados em ordem ascendente da distan-
cia de p aos seus octantes. Cada octante filho é
visitado recursivamente, mas somente se a sua
distancia correspondente for menor do que a
melhor estimativa até o momento. Se algum fi-
lho retornar um valor menor do que a melhor es-
timativa, esta é atualizada. Na figura 4 ha o
pseudo-codigo deste algoritmo.

malha de deslocamento

Um sistema fisico de massa-mola é utilizado
para adaptar a malha refinada a fronteira do
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global float melhor < o

procedimento distancia (ponto p, néOctree T)
se T é um né folha entdo
se nao

para cada filho S (ordenados) faga

se d < melhor entédo
D < distancia (p, S)

retorna melhor

retorna a distancia entre p e a face mais perto em T
ordena os filhos de T em ordem ascendente de disténcia a p

seja d a distancia entre p e a caixa de S

se D < melhor entdo melhor < D

modelo. O proposito é selecionar um subconjun-
to de elementos da malha, chamado de malha-d
ou malha de deslocamento, e comprimi-lo para
gue se adeque a fronteira do modelo. Os vértices
na fronteira da malha-d sdo marcados para serem
projetados na direcdo da fronteira. Ao movimen-
tar estes vértices marcados, as forcas geradas sao
propagadas para os outros vértices, rearranjando
os elementos interiores. Na figura 5 s&o mostra-
das a malha-d (a, b, ¢) e a triangulacao final (d, e,
f) de uma esfera em trés resolucoes diferentes.
Alguns vértices da malha devem ser seleciona-
dos ou marcados para serem empurrados na di-
recao da fronteira do modelo. Idealmente, a ma-
lha-d deve estar o mais préxima possivel da fron-
teira. Seguindo o esquema de Molino, a malha de
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Figura 4

Pseudo-codigo para a
funcédo distancia da
octree.

Figure 4

Pseudo-code for the
octree distance function.

Figura 5

A malha-d de uma esfera
antes (a, b, c) e depois
(d, e, f) da compressao
em trés niveis de
resolucdo diferentes.

Figure 5

Mesh-d of a sphere
before (a, b, ¢) and after
(d, e, f) compression at
three different
resolution levels.
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Figura 6

Uma representacdo em
duas dimensdes da malha
de deslocamento. Os vér-
tices do envelope interior
estdo desenhados em
branco. Em preto, os
vértices da fronteira da
malha de deslocamento
ligados pela linha preta
grossa. A curva represen-
ta a fronteira original do
modelo. As linhas ponti-
lhadas sdo as arestas
descartadas da malha
inicial.

Figure 6

A 2D representation of
the displacement mesh.
The inside envelope
vertices have been drawn
in white. The vertices of
the boundary of the dis-
placement mesh are in
black and connected by
the thick black line.

The curve represents the
original boundary of the
model. The dotted lines
represent the edges that
have been eliminated
from the initial mesh.

deslocamento é composta por todos os tetrae-
dros incidentes em um conjunto de vértices sufi-
cientemente interiores ao modelo, chamado de
envelope interior (Molino et al. 2003). Este con-

junto contém todos os vértices em que, pelo me-

nos 25% das arestas incidentes estao no interior
do modelo. Esta condicao implica em que todos
os tetraedros da malha-d possuam no minimo
um vértice no interior da fronteira do modelo.

Todos os vértices da malha-d que nao perten-
cem ao envelope interior séo marcados para se-
rem empurrados em direcao a fronteira. Este pro-
cedimento garante que nenhum tetraedro tera
seus quatro vértices marcados. O conjunto de
vértices marcados é uma aproximacao grosseira
da fronteira da malha. Todos os tetraedros que
nao pertencem a malha de deslocamento sao
descartados.

Alguns vértices marcados sao exteriores a
fronteira, e outros interiores, mas todos estao su-
ficientemente préximos, como pode ser visto na
figura 6. Quanto maior o deslocamento de um
vértice para alcangar a fronteira, maior serdo as
forcas criadas na malha. Forcas de compressao
muito altas causam perturbacdes na malha, po-
dendo inclusive colapsar alguns elementos.

Para garantir uma compressao suave, dois ca-
sos particulares devem ser tratados. Primeiro, ares-
tas internas da malha-d com os dois vértices inci-
dentes marcados podem ser achatadas durante a
compressao. Uma aresta interna, como mostrado
na figura 7, é identificada quando todos os tetrae-
dros do seu operador Estrela, i.e. os tetraedros
incidentes na aresta, pertencem a malha-d. O se-
gundo caso refere-se as arestas na fronteira da

malha-d, com mais de duas faces na fronteira inci-
dente, ou seja, arestas que ndo sao variedades.

Em um primeiro passo, todas as arestas que se
enquadram em um desses casos sao subdivididas,
e a malha-d é computada novamente. Quando
uma aresta interna é subdividida, o vértice criado
é automaticamente inserido no envelope interior.
Como a aresta esta no interior da malha, é certo
gue o novo vértice também estara.

Em passadas subsequentes, a malha-d é nova-
mente verificada. Cada vez que um dos dois ca-
sos é identificado, o vértice da aresta em questao
com menor distancia a fronteira da malha é inse-
rido no envelope interior. Como a distancia é
negativa dentro da fronteira, se os dois vértices
forem interiores, o mais interno é escolhido.
ApO6s cada passada, a malha-d é recomputada, e
0 processo repetido até que nenhum outro caso
seja identificado.

Interior Edges

Figura 7 — As arestas
apontadas representam
as arestas interiores da
malha-d conectando dois
vértices marcados. A
fronteira da malha-d esta
desenhada com segmen-
tos grossos e a linha
curva representa a fron-
teira do modelo. Para
facilitar a visualizagao, a
malha-d esta represen-
tada em duas dimensdes,
mas o caso para trés
dimensdes é analogo.
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Figure 7 — The highlight-
ed edges represent
mesh-d connecting two
marked vertices. Mesh-d
boundary has been
drawn with thick
segments and the curve
line represents the model
boundary. Mesh-d has
been represented in 2D
to make it easier to
distinguish it, but the 3D
case is analogue to

this one.
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modelos com multirregido

Ao se trabalhar com modelos com multirre-
giao, envelopes interiores sao criados separada-
mente para cada uma. Na figura 8 ha exemplo
de um modelo contendo mais de uma regiao.
Como os envelopes interiores possuem apenas
vértices internos das regides, é garantido que
ndo ha interseccdo entre envelopes diferentes.
Porém, um tetraedro intersectando uma frontei-
ra do modelo pode ser incidente em mais de um
envelope interior e, ao se computar a malha-d,
pode ter os quatro vértices marcados.

Para solucionar este problema, é preciso criar
uma superficie delimitadora entre regides adja-
centes. Tal superficie deve conter os vértices mar-
cados e, apds a compressao, se constituira na
aproximacado da fronteira entre as regides.

Ao computar os envelopes interiores de cada
regiao, as mesmas regras sao aplicadas: um vérti-
ce deve ter todas as arestas incidentes, pelo me-
nos, 25% no interior da fronteira para pertencer
ao envelope. Porém, para encontrar a superficie
delimitadora, a malha-d é computada somente
para algumas regides. Para isso, é utilizado um

critério simples baseado na identificacdo da regiao.
Ao selecionar os vértices marcados na fronteira
entre duas regides, somente a regidao com menor
numero de identificacdo é considerada. Ao com-
putar a superficie delimitadora da malha-d para
uma regiao, ela é automaticamente definida para
a regiao adjacente, como mostrado na figura 9.
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Figura 8

A esquerda, uma visao do
modelo completo de um
domo de sal. A direita, as
regides separadas.

Figure 8

To the left, a view of the
complete model of a salt
dome. To the right,
separate regions.

Figura 9

Uma visdo em duas
dimensdes da superficie
delimitadora (linha
vermelha) entre as
regides branca e cinza.
Os vértices na superficie
delimitadora sdo os
vértices marcados para
serem empurrados em
direcdo a fronteira,
representada pela curva.

Figure 9

A 2D view of the
boundary surface (red
line) between the white
and the gray region.
The vertices found in
the boundary surface
have been marked to be
pushed towards the
boundary, which has
been represented by
the curve.
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Figura 10

Um canto de um cubo
com uma face interior
com os trés vértices na
fronteira.

Figure 10

A corner of a cube with
one inside face with the
three boundary vertices.

Em modelos com multirregides, é importante
identificar as faces na fronteira da malha de des-
locamento para que as arestas internas sejam
removidas. Estas arestas sao facilmente identifi-
cadas como aquelas que possuem os dois vérti-
ces incidentes marcados e sem incidéncia de fa-
ces na fronteira. No entanto, nao é trivial identi-
ficar uma face na fronteira da malha-d, ou seja,
na regiao delimitadora entre duas regides. Para
uma face estar na fronteira, algumas condicoes
devem ser atendidas. A primeira condicao esta-
belece que todos 0s seus trés vértices estejam
também na fronteira da malha-d e, portanto,
marcados para serem empurrados para a frontei-
ra do modelo. Contudo, esta condicdo nao é su-
ficiente para garantir que a face esteja na fron-
teira, como pode ser visto na figura 10. Para ga-
rantir que uma face esteja realmente na frontei-
ra, é preciso analisar a classificacdo dos dois te-
traedros incidentes a ela.

A classificacdo dos tetraedros é realizada de
acordo com as regides que contém os seus vérti-
ces. O principal fato que permite classificar os te-
traedros de acordo com a classificacdo de seus
vértices é que, exceto aqueles marcados (na
fronteira da malha-d), todos os remanescentes
devem pertencer a uma mesma regiao. Na figu-
ra 9 nota-se que ao remover os vértices marca-
dos, nenhum triangulo cinza possui vértices na

regido branca e vice-versa. Esta mesma proprie-
dade é valida para modelos em trés dimensdes.
Portanto, um tetraedro pode ser classificado co-
mo pertencente a mesma regiao de qualquer um
de seus vértices nao marcados.

Apos classificar os tetraedros, uma face de
fronteira pode ser facilmente identificada quan-
do seus dois tetraedros incidentes estao em re-
gides diferentes.

O esquema de classificacao de tetraedros po-
de falhar para aqueles no exterior do modelo.
Estes tetraedros podem ter todos os quatro vérti-
ces marcados e, portanto, nenhum vértice livre
para associar a classificacdo. Embora seja uma
condicdo que deva ser evitada, estes tetraedros
nao fazem parte da malha de deslocamento e,
portanto, ndo sao considerados na triangulacao
final. Na figura 11 ha um exemplo de um tetrae-
dro exterior com todos os vértices marcados. Para
se evitar falhas no teste, sempre que este caso for
encontrado, o tetraedro é classificado como exte-
rior e, assim, ndo pertencente a regido alguma.

V5

Figure 11 — The outside
tetrahedron with the
four marked vertices: V/,,

Figura 11— Tetraedro
exterior com os quatro
vértices marcados: V, V;,

V,, e V3. As faces de fron-
teira séo as hachuradas
(Fo e Fy) e as setas apon-
tam para o interior do
modelo.
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V,, V5, and V3. The faces
of the boundary have

been shaded (F, and F;)
and the arrows point to
the inside of the model.



sistema fisico

O sistema fisico escolhido para comprimir a
malha é baseado em um esquema de massas e
molas. Esta compressao realiza a aproximacao
da malha-d em relacao a fronteira do modelo.
Os elementos da malha-d sao utilizados para
representar as molas e particulas do sistema.

configuracdo das molas

Uma questao muito importante é como con-
figurar as molas na malha tetraedral para se rea-
lizar a compressao. Molas mal posicionadas po-
dem ser incapazes de manter a forma dos ele-
mentos ou pior: nao impedir que sejam colapsa-
dos durante a compressao. Diversos esquemas
diferentes sao possiveis para configurar as molas
(fig. 12).

E facil perceber que uma configuracdo com
molas, por exemplo, somente nas arestas dos
triangulos ndo é suficiente para manter a forma
dos elementos. Um vértice pode se deslocar, sem
muita resisténcia, para o centro da sua aresta
oposta colapsando o triangulo.

A configuracdo que apresenta melhores re-
sultados consiste em uma mola por aresta, mais
trés molas de projecao por triangulo, como ilus-
trado na figura 12f. Cada mola de projecao é
posicionada entre um vértice da malha e a sua
projecao ortogonal na aresta oposta do triangu-
lo. Para isto, é necessario criar alguns vértices
auxiliares que nao fazem parte da malha-d,
desenhados em branco na figura 12. Esta con-
figuracdo nao sé apresenta melhores resultados
na pratica, mas também possui prova tedrica de
gue evita os colapsos com maior eficiéncia,
como demonstrado por Cooper e Maddock
(1997).

Em trés dimensdes, é utilizada uma configu-
racdo analoga aquela ilustrada na figura 12f.
As arestas da malha referenciam suas molas
correspondentes enquanto cada face referencia
suas duas molas de projecao, como mostrado na
figura 13.

Para computar as forcas nas molas, duas
equacoes distintas sdo utilizadas: uma para as
molas de aresta, outra para as molas de pro-
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(a)

Figura 12 - Seis esquemas diferentes para
configuracdo do sistema de massa-mola
na malha:

(a) somente molas nas arestas da malha;
(b) somente molas dos vértices ao cen-
tréide do triangulo;

(c) molas nas arestas e nos centroides;
(d) somente molas nas medianas do
triangulo;

(e) molas nas arestas e nas medianas;

(f) molas nas arestas e nas proje¢oes dos
vértices as arestas opostas.

Em preto, os vértices reais da malha, em
branco os vértices virtuais.

Figure 12 - Six different schemes to
setup the physical mass spring system:
(a) only springs on the mesh edges;
(b) only springs from the vertices to
the centroid of the triangle;

(c) springs on the edges and centroids;
(d) only springs on the medians of the
triangle;

(e) springs on the edges and medians;
(f) springs on the edges and on the
projections of the vertices to the
opposed edges.

Actual vertices of the mesh in black; vir-
tual vertices in white.

Figura 13

Molas incidentes no
vértice vy: trés molas de
aresta e uma mola de
projecdo. As outras molas
do tetraedro (trés de
projecdo e trés de aresta)
ndo estao ilustradas
nessa figura.

Figure 13

Springs on vertex vy:
three edge springs and
one projection spring.
The other springs of the
tetrahedron (three
projection springs and
three edge springs) have
not been included in

this figure.
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jecao. A equacao 1 se refere as molas de aresta
e segue a lei de Hooke:

(1)

F- ks*(|m|—xo)+kd*[wJ s B2

A )] I

onde ks e kd sao os coeficientes de elasticidade
e amortecimento, X, € o comprimento de des-
canso da mola e Ax e Av sdo as diferencas de
posicao e velocidade dos vértices.

Para as molas de projecao é aplicada uma
equacao nao linear, como descrito em Cooper e
Maddock (1997) e mostrado na equacao 2. Esta
mola nao linear exerce uma forca infinita nos
vértices quando seu comprimento tende a zero.

2
F=ks*[Ax—Zx|J*Ax| (2)

sistema de particulas

Para simular o movimento oscilatério do siste-
ma massa-mola, a malha é tratada como um sis-
tema de particulas (Witkin, 1994). Cada vértice
representa uma particula no sistema, e particulas
sao associadas as extremidades das molas. Algu-
mas particulas temporarias podem ser introduzi-
das para representar os vértices virtuais. Tais par-
ticulas existem apenas ao computar as forcas as-
sociadas as suas molas de projecao e, portanto,
influenciam apenas localmente o sistema.

Cada particula possui os seguintes atributos:
posicao, velocidade, forca e massa. O sistema ite-
ra em passos de tempo, atualizando, a cada ciclo,
a posicao e a velocidade de cada particula. A cada
passo de tempo sdao computadas as forcas nas
particulas. A forca em cada vértice é a soma de
todas as forcas geradas por suas molas incidentes.

O valor da massa é calculado diferentemente
para cada particula. Aquelas nas proximidades da
fronteira do modelo sdo mais pesadas do que
aquelas mais afastadas. Isto implica serem os te-
traedros menores, perto da fronteira, sejam mais
rigidos e menos suscetiveis a perder a forma ori-
ginal. Por outro lado, os tetraedros maiores, no
interior do modelo, sao mais leves e podem ser

rearranjados com mais facilidade. Desta forma,
guando a resisténcia dos tetraedros interiores é
muito grande, evita-se que aqueles na fronteira
figuem muito deformados, ou que seus Vvértices
marcados nao alcancem a fronteira. A massa de
um tetraedro é computada como a razao entre
seu nivel de refinamento e o nivel maximo de re-
finamento da subdivisao espacial. A massa de ca-
da particula é calculada como a média de todas
as massas dos tetraedros incidentes.

A duracdo de um passo de tempo é definida
pelo usuario. Valores pequenos sao melhores, pois
criam menos oscilacbes nas molas. Porém, valo-
res pequenos também resultam em mais itera-
coes e, conseqUentemente, em tempos de simu-
lacdo maiores.

Cada iteracdo pode ser dividida em trés fases
distintas:

1. calculo da forca acumulada em cada vértice;
2. calculo dos valores derivados;
3. cdlculo das novas posicoes e velocidades.

acumuladores de forcas

A forca acumulada em cada vértice é a soma
das contribuicoes de todas as molas incidentes.
Vértices virtuais nao possuem acumuladores,
mas contribuem para a forca acumulada no vér-
tice real na outra extremidade da mola.

O primeiro passo em cada iteracdo de tempo é
inicializar as forcas de todas as particulas com va-
lores nulos. Em sequida, todas as arestas e faces
sao iteradas para calcular os valores correspon-
dentes nas suas particulas utilizando as equacoes
1 e 2, respectivamente. Para cada mola, uma das
equacdes é computada e seu valor é somado ao
acumulador de forca de um vértice. Ao acumu-
lador de forca do vértice na outra extremidade,
Caso seja um vértice real, ¢ somado o mesmo
valor com sinal contrario. No caso de um vértice
virtual, ndo é necessario acumular sua forca inci-
dente, j& que sua posicao é computada dinamica-
mente de acordo com a aresta de projecao.

valores derivados

Neste passo, as derivadas dos valores da po-
sicao e a velocidade de cada particula sao calcu-
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Iada§, ou seja, sua velocidade e aceleracao, res- |imiTGﬂd0 a compressdo
pectivamente.

Um vetor auxiliar é utilizado para armazenar Para melhor controlar a malha-d durante a
tais valores. O tamanho do vetor é 6n, onde n  compressao, algumas restricbes sao impostas ao
¢ o numero de particulas no sistema. O vetor movimento das particulas. Tais restricdes sao mo-
de derivadas é escalado para o tempo de uma tivadas pelas técnicas utilizadas em simulacdo de

iteracdo. tecidos (Bridson et al. 2002; Baraff e Witkin, 1998;
Provot, 1995). Estas técnicas limitam a compressao

OTU(]“Z(]Q(]O das coordenadas méxima das molas e a taxa de compressao por
. passo de tempo. Primeiro, nenhuma mola pode

e velocidades sofrer uma compressao maior do que 60% do seu

Outro vetor é criado para armazenar os valo- comprimento de repouso. Segundo, durante um
res correntes das coordenadas e a velocidade de  passo de tempo, nenhuma particula pode se mo-
cada particula. O tamanho do vetor é o mesmo  vimentar de tal sorte que alguma de suas molas
do vetor de derivadas. Para calcular os valores das  incidentes sofra uma compressao maior do que
novas coordenadas e velocidades das particulas, 10% da sua altura corrente. Quando um vértice
os dois vetores descritos sao somados. infringe uma dessas condicoes, ele é congelado

durante o passo de tempo atual. Todos os vértices
e ~ que ndo foram parados tém suas posicoes e velo-
criterios de compressao cidades recomputadas iterativamente como em

Os comprimentos de repouso das molas sdo  um passo de tempo comum. Tal procedimento é
definidos como seus comprimentos iniciais, repetido até que nenhuma particula precise ser
ou seja, inicialmente o sistema estd completa- congelada. Estes limites artificiais geram uma robus-
mente estavel. Portanto, se nenhuma pertur- tez maior durante a compressao da malha e ajudam
bacdo for introduzida no sistema, o estado a obter uma triangulagdo com maior qualidade.

ndo muda. Para iniciar a compressao, os vértices Os vértices marcados, que estdo sendo em-
marcados sdao empurrados em direcdao a purrados em direcao a fronteira, também podem
fronteira. ser congelados quando infringem uma das condi-

Para que a compressdo comece, as particulas  ¢des descritas. Em alguns casos, podem ser conti-
da fronteira da malha-d séo projetadas na dire- nuamente parados de forma que nunca cheguem
cao definida pela média das normais das faces até a fronteira. Isto acontece mais comumente
de fronteira incidentes. Se o vértice estiver no ex- em malhas de baixa resolucdo, onde os vértices
terior da fronteira do modelo, as normais apon-  devem caminhar distancias maiores e a variagao
tando para dentro da fronteira sdo utilizadas. de tamanho — entre os elementos perto da fron-
Caso contrario, se o vértice estiver no interior, as  teira e aqueles no interior — é pequena. Este pro-
normais contrarias sao utilizadas. cedimento é valido somente onde uma justapo-

Para os vértices marcados, considera-se sicdo da fronteira do modelo ndo é necessaria. A
apenas a componente da forca perpendicular  simulacao termina quando todos os vértices mar-
a velocidade. Apds cada passo de tempo, a cados chegam na fronteira ou estao congelados.
velocidade é recomputada utilizando as normais
das faces incidentes. Assim, os vértices marcados
caminham em direcdo a fronteira enquanto resuy | ta d 0S
se rearranjam no plano perpendicular a sua
trajetéria. Esta direcao impede que Vértices Na figura 14 é exposta uma aproximacao
vizinhos cheguem muito proximos a fronteira.  grosseira do modelo do coelho de Stanford. Esta
Se estes vértices interagissem livremente, as malha contém 30 K tetraedros, com angulo dié-
forcas internas da malha, eventualmente, os drico minimo de aproximadamente 3,5°, onde
retornaria a seus estados iniciais. 99,4% dos angulos estdo acima de 18°.
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Figura 14

Aproximacdo grosseira
do coelho de Stanford
com 30 K tetraedros.

Na sequéncia, a malha-d
antes (a), durante (b) e
ao final com (c) e sem
arestas (d) da compresséo.

Figure 14

Gross approximation of
Stanford Rabbit with

30 K tetrahedrons. The
sequence of mesh-d
before (a), during (b) and
after c(c) ompression
(with and without edges)

Figura 15

Triangulagdo do tigre
com aproximadamente
160 K tetraedros.

Figure T5

Tiger triangulation with
approximately 160 K
tetrahedrons.

(o

A triangulacao do tigre, na figura 15, foi gera-
da com 160 K tetraedros e angulo diédrico mini-
mo de 4,6°. Na figura 16 é exposto o interior do
tigre. Na figura 17 sdo mostrados 21 niveis de re-
solucao diferentes para o modelo.
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Figura 16 — Um corte do Figure 16 — A cut view of

modelo do tigre. the tiger model.
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Figura 17 - Modelo do tigre exposto em diversas resolu¢des consecutivas. Figure 17 - Tiger model exposed in different consecutive
resolutions.
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Na figura 18, trés visdées (duas com arestas e
uma sem) de um modelo de uma cabeca sao

a
mostradas, e também sua respectiva malhas-d.

Esta malha contém 242 K tetraedros, seu angu-
lo minimo é de 3,1° e 99% dos angulos estao
acima dos 25° O tempo de execucao foi de
aproximadamente uma hora.

Trés visoes da malha Dois cortes da malha do domo de sal sdo

final (a, b, ¢) e uma . . ~ .

da malha-d (d). mostrados na figura 19. A triangulacao final

- contém aproximadamente 900 K tetraedros,

gure angulo minimo de 4,9° e com 99,7% dos angu-

Three views of the final los acima de 18°.

mesh and one view of

mesh-d.

b

PEOZOZOZZ

0

Figura 19— Dois cortes da

Figure 19 — Two cut views
malha do domo de sal.

of the salt dome mesh.

X
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Foi apresentado aqui um algoritmo para trian-
gulacao de modelos em trés dimensdes com
bordas complexas e irregulares. O algoritmo é
capaz de gerar a malha em diversas resolucoes e
nao produz elementos de drea ou volume zero.
Estas sdo as principais vantagens oferecidas

como extensdo dos algoritmos de triangulacao
tradicionais.
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Uma das maiores diferencas dos modelos con-
vencionais reside no fato de ndo haver uma fideli-
dade quanto a fronteira da malha gerada em re-
lacdo a fronteira original do modelo. Apesar des-
ta propriedade ser importante em varios casos,
existem aplicacbes onde uma aproximacao é acei-
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tavel, como, por exemplo, em modelos geolo-
gicos. Estes modelos provém de interpretacoes
humanas de dados sismicos e, por esta razao, es-
tao sujeitos a erros. Assim, pequenos desvios nos
detalhes da malha nao provocam grandes proble-
mas na sua utilizacdo. Além disso, modelos geo-
l6gicos sao utilizados em simulacdes numéricas
nas quais a qualidade dos elementos da malha é
de maior importancia do que a fidelidade a fron-
teira. Elementos achatados e angulos muito pe-
guenos sempre causam problemas numéricos.

Alguns algoritmos de triangulacao tradicionais
obtiveram resultados expressivos com provas teo-
ricas de angulo minimo e com garantia de térmi-
no, especialmente em duas dimensoes.

O algoritmo proposto também oferece um es-
guema de multirresolucdo sem esforco adicional.
A malha, apos ter sido gerada, pode ser visuali-
zada em qualquer resolucao. Isto se deve ndo sé
ao fato da estrutura utilizada para gerar a grade
ja possuir a propriedade de multirresolucao como
também ao fato da topologia da malha nao ser
alterada durante todo processo.

trabalhos futuros

Um esquema de subdivisdo espacial baseado
na curvatura da fronteira, e ndo na distancia da
mesma, é de grande interesse. A malha contera,
desta forma, tetraedros menores em locais onde
a fronteira for mais detalhada e complexa. Nas
regides onde a fronteira é mais homogénea, é
possivel diminuir a quantidade de elementos.

Outra proposta é a criacdo de uma métrica
para avaliar a aproximacao da malha em relacao
a fronteira original. Com isto, é possivel saber
quais malhas apresentaram uma aproximacao me-
lhor e onde ocorrem os maiores desvios.

O problema do serrilhamento é outro ponto a
ser melhorado. Refinar mais a malha onde ocorre
o serrilhamento pode melhorar a aproximacao,
mas ainda nao elimina o problema por completo.

Uma investigacao mais detalhada para encon-
trar valores ideais para as constantes elasticas e de
amortecimento das molas pode melhorar os re-
sultados gerados. Os testes mostram que varia-
¢bes nas constantes melhoram os angulos mini-
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mos gerados em alguns modelos. Para um mes-
mo modelo de uma esfera, por exemplo, foi pos-
sivel elevar o angulo minimo de 19° para 41°,
apenas aumentando os valores das constantes,
tornando as molas mais flexiveis. Porém, esta
relacdo ainda ndo esta clara.
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Numerical simulations have become an essential
step in the development of engineering products, or
in predicting the behavior of physical phenomena,
such as weather conditions, oil generation and migra-
tion, tide movement, earthquakes, etc.

In order to be able to carry out any simulation it is
necessary to discretize the domain of interest, onto
which a set of equations that describe physical laws
must be solved. This discretization process is generi-
cally referred to as the triangulation of the domain.

Although several triangulation algorithms have
been proposed in the past three decades, these algo-
rithms are meant mainly to deal with mechanical
parts, produced by computer aided design (CAD) sys-
tems. However, there are numerous important appli-
cations in which the domain presents no symmetry at
all, and boundaries are not well or clearly established.

Geological models for instance are often com-
posed by several regions (and form geological layers),
and have an irreqular geometry, with surfaces that
meet at very small angles, a situation known as a
pinch-out. The geometry of the surfaces (horizons
and faults) is obtained from seismic data, by a process
that is not automatic and requires a geologist’s inter-
pretation. As a consequence, the whole model cre-
ation process not exact, and tends to be error prone.

Traditional trianqulation algorithms can be classi-
fied according to the way they work. Delaunay based
algorithms recover the boundaries after triangulating
the convex hull of the pointset (Cavalcanti et al. 1997).
Ruppert and Shewchuck (Ruppert, 1992; Ruppert,
1995, Shewchuck, 1997) insert a vertex at the circum-
center of a bad element to improve the mesh quality.

On the other hand, advancing front algorithms
(Mavriplis, 1995) start at the boundaries and proceed
toward the center of the model, thus inserting new
vertices to create good shaped elements. The trick is
to merge the different fronts without generating any
inconsistency. The success of the algorithm depends
greatly on the simplicity of the boundary geometry.
Also, as cited by George and Borouchaki (1999),
there is no theoretical quarantee about the conver-
gence of this process.

Packing sphere algorithms (Bern, 2000; Li et al.
1999) generate a vertices distribution by forcing edges
and faces to be present in the final mesh. The latter
can be then generated by a Delaunay-like algorithm.

Efforts were also made to join some of these tech-
niques. Frey et al. (1996) proposed a method that

joined some advantages of the Delaunay approach
with the advancing-front point placement strategy
generating good quality meshes.

Although many of these traditional triangulation
algorithms have achieved good results in many cases,
it is difficult for them to deal with models having
complex and irreqular boundaries that contain small
angles. Moreover, they do not support multi-resolu-
tion, i.e. the ability to generate meshes in different
levels of detail for the same model. Even when a tri-
angulation algorithm does a good job meshing this
kind of model, it may generate small angles in the
final mesh, which usually cause problems in running
numerical simulations.

Furthermore, Shewchuk (1998) states that for any
angle bound larger than zero, there is a PSLG (planar
straight line graph) that cannot be triangulated with-
out creating a new angle smaller than the bound,
and this holds true for every trianqulation algorithm.

This paper presents an adaptive algorithm to tri-
angulate non-manifold, multi-region models, which
approximates their irreqular boundaries instead of
trying to match them exactly. Although the boundary
Is just an approximation, our main concern is to gen-
erate a good mesh, as close as possible to the origi-
nal one. Some features, like multi-resolution can only
be implemented by loosening the boundary preserva-
tion. The algorithm is able to produce meshes in dif-
ferent levels of the details for the same model, that is,
models that may contain more or less elements. Thus
small input angles can be eliminated. The ability to tri-
angulate multi-region models is also important as
most target geological models contain more than one
region defined by geological layers.

Physically based triangulation algorithms are not
new. Molino (2003) has used a similar approach to
obtain numerical meshes before. Nonetheless,
despite his good results, he considered only single
region manifold objects. In this paper we expand
Molino's work to be able to deal with non-manifold
multi-region objects, which are necessary to address
a broader set of applications.

The algorithm has two main steps. In the first step,
a grid is adaptively created over the object in order to
subdivide the surrounding space. The adaptive prop-
erty of this mesh can be enhanced based on a given
criterion. The one chosen here is the distance from a
tetrahedron to a boundary surface, thus producing
finer resolution near the boundary, and coarser on the
inside. The representation of the input data has been
created using the complete geometric complex CGC
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system (Cavalcanti et al. 1997), and the target is geo- 2 0 |
logical applications, which define a set of horizons au TO [ p [nci p a
and faults. Faults represent discontinuities (cracks) in
the subsurface of the earth, and divide the model into
a set of regions. A group of regions with similar attrib-
utes forms a geological layer. The geometry of geo-
logical models is intrinsically complex because surfaces
have been folded many times during their formation
process. A model representing a sedimentary basin
may extend from several hundred kilometers along x
and y, to just a few hundred meters in z. A layer near
the boundary may be only 30 m deep.

The second step shapes the vertices of the grid to
the boundary of the object using a compression
scheme, boundary of the object using a compression
scheme, while trying to maintain well shaped ele-
ments. In order to assure that the enhanced mesh is in
conformity with the model boundary, a physical mass
spring system is used. The idea is to select a subset of
the mesh and compress it to the boundary of the
model. Springs are placed on each tetrahedron to pre-
serve their shape during compression. In order to sim-
ulate the mass-spring oscillatory movement, the mesh
is treated as a particle system. The algorithm has sev-
eral advantages over traditional trianqulation tech-
niques, such as:

1) it is easy to implement and offers multi-resolu-

tion at the same time;

2) it can deal with models that have complex and

irreqular boundaries; and

3) it is not overly affected by numerical issues.
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